О {2,3}-группах, в которых нет элементов порядка 6 by Лыткина, Д.В. & Мазуров, В.Д
 
 
 
УДК 512.54 
 
О {2,3}-группах, в которых нет элементов порядка 6 
 
Д.В. ЛЫТКИНА1, В.Д. МАЗУРОВ2 
 
Светлой памяти Леонида Александровича Шеметкова 
 
Изучаются {2,3}-группы без элементов порядка 6. Доказывается следующая теорема. 
Теорема. Пусть G – бесконечная непримарная {2,3}-группа без элементов порядка 6. Предполо-
жим, что любая подгруппа из G, порождённая двумя элементами порядка 3, конечна. Тогда G об-
ладает одним из следующих свойств:  
(1)  3 ( )G O G T= ⋅ , где 3 ( ) 1O G ≠  – абелева группа, T – локально циклическая или локально кватер-
нионная 2-группа, действующая свободно на 
3 ( )O G .  
(2)  2 ( )G O G R= ⋅ , где 2 ( ) 1O G ≠  – нильпотентная 2-группа, ступень нильпотентности которой не 
превосходит двух, R – 3-группа с единственной подгруппой порядка 3, действующая свободно на 
2 ( )O G .  
(3)  )()(2 〉〈⋅⋅= tRGOG , где 2 ( ) 1O G ≠  – нильпотентная 2-группа, ступень нильпотентности 
которой не превосходит двух, R – локально циклическая 3-группа, действующая свободно на 
2 ( )O G , t – элемент порядка 2 , переводящий при сопряжении каждый элемент из R в обратный.  
(4)  3 ( ) 1O G = , силовская 3-подгруппа R из G не является локально циклической, ( )GN R  при со-
пряжении в R действует транзитивно на элементах порядка 3 из R, и любая силовская  
3-подгруппа из G сопряжена с R. 
Ключевые слова: {2,3}-группа, локально циклическая группа, локально кватернионная группа, 
квадратичный автоморфизм. 
 
In this paper, we study the {2,3}-groups which have no elements of order 6. The following theorem is proved. 
Theorem. Let G be an infinite non–primary {2,3}-group which have no elements of order 6. Suppose that 
every subgroup of G generated by elements of order3 is finite. Then G has on of the following properties:  
(1) 3 ( )G O G T= ⋅ , where 3 ( ) 1O G ≠  is an abelian group, T is either a locally cyclic group or a locally 
quaternion 2-group which acts freely on
3 ( )O G .  
(2) 2 ( )G O G R= ⋅ , where 2 ( ) 1O G ≠  is a nilpotent 2-group and the nilpotent length of )(2 GO  is at most 
2, R is a 3-group with unique subgroup of order 3 and R acts freely on 
2 ( )O G .  
(3) )()(2 〉〈⋅⋅= tRGOG , where 2 ( ) 1O G ≠  is a nilpotent 2-group and the nilpotent length of )(2 GO  is at 
most 2, R is a locally cyclic 3-group which acts freely on 
2 ( )O G , t is an element of order 2  such that t 
transforms every element of R to inverse in conjunction in R.  
(4) 3 ( ) 1O G = , the Sylow 3-subgroup R of G is not a locally cyclic group, ( )GN R  acts transitively on el-
ements of R of order 3 in conjunction in R, and every Sylow 3-subgroup of G is conjugate with R. 
Keywords: {2,3}-group, locally cyclic group, locally quaternion group, quadratic automorphism. 
 
Введение. В работе изучаются {2,3}-группы без элементов порядка 6. Начало таким 
исследованиям положила работа Б. Ноймана [1], в которой были классифицированы группы 
периода 6 без элементов порядка 6. Позднее локальную конечность групп периода 12 безэ-
лементов порядка 6 установил И.Н. Санов [2], а Д.В. Лыткина [3] описала точное строение 
таких групп. Локальную конечность групп периода 24 без элементов порядка 6 доказал 
В.Д. Мазуров [4]. Вскоре аналогичный результат был получен Э. Джабарой и Д.В. Лыткиной 
для групп периода 36 [5], а затем Э. Джабарой, Д.В. Лыткиной и В.Д. Мазуровым и для 
групп периода 72 [6].  
Основные результаты. 
Теорема. Пусть G  – бесконечная непримарная {2 3}, -группа без элементов порядка 6 . 
Предположим, что любая подгруппа из G , порождённая двумя элементами порядка 3 , ко-
нечна. Тогда G  обладает одним из следующих свойств:  
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(1)  3 ( )G O G T= ⋅ , где 3 ( ) 1O G ≠  – абелева группа, T  – локально циклическая или локаль-
но кватернионная 2 -группа, действующая свободно на 3 ( )O G ;  
(2)  2 ( )G O G R= ⋅ , где 2 ( ) 1O G ≠  – нильпотентная 2 -группа, ступень нильпотентно-
сти которой не превосходит двух, R  – 3 -группа с единственной подгруппой порядка 3 , дей-
ствующая свободно на 2 ( )O G ;  
(3)  )()(2 〉〈⋅⋅= tRGOG , где 2 ( ) 1O G ≠  – нильпотентная 2 -группа, ступень нильпо-
тентности которой не превосходит двух, R  – локально циклическая 3 -группа, действую-
щая свободно на 2 ( )O G , t  – элемент порядка 2 , переводящий при сопряжении каждый эле-
мент из R  в обратный;  
(4)  3 ( ) 1O G = , силовская 3 -подгруппа R  из G  не является локально циклической, 
( )GN R  при сопряжении в R  действует транзитивно на элементах порядка 3  из R , и любая 
силовская 3 -подгруппа из G  сопряжена с R . 
Здесь ( )pO G  для простого числа p  означает наибольшую нормальную p -подгруппу 
группы G . Локально циклической называется группа, любая конечно порождённая подгруппа 
которой является циклической, при этом локально циклической считается и циклическая груп-
па. Бесконечная локально циклическая p -группа, где p  – простое число, изоморфна группе  
 i
p
i
p
p aaaaaC ==⋅⋅⋅〈= +1010 ,1|,,  для 〉= ,...1,0i . 
Локально кватернионная 2 -группа – это либо конечная (обобщенная) группа кватернио-
нов, либо объединение бесконечной возрастающей последовательности обобщенных кватер-
нионных групп. Таким образом, бесконечная локально кватернионная группа изморфна группе  
 〉===〈= − ,...1,0,,|, 10
2
2 iaaabbCQ i
b
i . 
Группа A , действующая на нетривальной группе B , действует свободно, если ab b≠  
для 1 a A≠ ∈ , 1 b B≠ ∈ . При этом само действие называется свободным действием. 
Предварительные результаты.  
Лемма 2.1 ([7, теорема 16.8.7]). Группа порядка a bp q , где p , q  – простые числа, 
a b N, ∈ , разрешима. 
Лемма 2.2 ([8, теорема V.8.15]). Пусть конечная группа H  действует свободно на ко-
нечной группе V .  
(1)  Если H pq| |= , где p  и q  – простые (не обязательно различные) числа, то H  – 
циклическая группа.  
(2)  Если aH p| |= , где p  – простое число, a N∈ , то при 2p >  группа H  циклическая, 
а при 2p =  группа H  – либо циклическая, либо (обобщённая) группа кватернионов.  
Автоморфизм α  порядка n  конечной группы G  называется расщепляющим, если 
1
1
n
gg gα α
−
=  для любого g G∈ . 
Лемма 2.3. (1)  Пусть α  – расщепляющий автоморфизм порядка 3  группы G . Если G  
не содержит элементов порядка 3 , то G  нильпотентна ступени нильпотентности, не 
превосходящей двух.  
(2)  Пусть H  – нормальная подгруппа, а x  – элемент порядка 3  из группы G . Если 
3( ) 1hx =  для любого элемента h H∈ , то H  нильпотентна. Кроме того, если H  не содер-
жит элементов порядка 3 , то H  нильпотентна ступени нильпотентности, не превосхо-
дящей двух, и 〉〈=〉〈
2
,,, xxx AAAAA  – инвариантная относительно 〉〈x  подгруппа для любой 
подгруппы A  из H . Если при этом A  абелева, то xx AAAA =〉〈 ,  абелева. 
Доказательство. Пункт (1) – это лемма 6 из [9].  
(2) Так как 
231 ( ) x xhx hxhxhx hh h= = = , то 2x  индуцирует в H  расщепляющий автомор-
физм порядка 3 и заключение о двуступенной нильпотентности H  следует из (1).  
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Пусть A  – подгруппа из H . Тогда 
2
1x xaa a =  для a A∈ , откуда 〉〈≤ xx AAA ,
2
, т.е. 
〉〈=〉〈
2
,,, xxx AAAAA  – инвариантная относительно 〉〈x  подгруппа.  
Пусть теперь A  абелева, a A∈ . Так как 
2
1x xaa a = , то 
2 1 1( )x xa a a− −=  для любого a A∈ . 
Заменяя в этом равенстве a  на 1a− , получим 
21( )x xa a a− = , откуда 
2
1x xa aa =  и x xaa a a=  для 
любого a A∈ . Пусть b  – ещё один элемент из A . По доказанному  
 
2 2 21 1 1 1( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x xa a b b a b a b ab ab a b ab− − − −= = = = ,  
т.е. ab x xb a= . Отсюда вытекает, что [ ] 1xA A, = , т. е.AA x  – абелева подгруппа. Лемма доказана. 
Лемма 2.4. Если T  – нетривиальная 2 -группа, действующая свободно на периодиче-
ской группе R , то R  абелева, T  обладает единственной подгруппой 〉〈t  порядка 2 , 1tr r−=  
для любого r R∈  и T  – локально циклическая или локально кватернионная группа. 
Доказательство. Пусть G  – полупрямое произведение R  на T  и t  – инволюция из T . Оче-
видно, что 〉〈=〉〈 ttC tR )( . Выберем произвольный элемент r  из R . Элемент 
rx t t=  содержится в R  и 
1tx x−= , поэтому порядок x  нечётен и в 〉〈 tt r ,  найдётся инволюция u , для которой rut t= .  
Отсюда ru t= , r ut= , 1tr tu r−= = . Если 1 2r r R, ∈ , то 
1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )
t t tr r r r r r r r r r− − − − −= = = = , от-
куда 1 2 2 1r r r r=  и R  абелева.  
Пусть u  – инволюция из T , 1 r R≠ ∈ . По доказанному 1ur r−= , т.е. r ut r= . По условию 
1ut = , т.е. u=t и t – единственная инволюция в T. По известной теореме Шункова (см. [10, 
лемма 4]) группа T  локально циклическая или локально кватернионная. Лемма доказана. 
Лемма 2.5. Пусть 〉==〈= 333 )(|, xyyxyxF . Тогда отображение x a→ , y au→  про-
должается до изоморфизма 0F Fφ : → , где 〉====〈=
−− 113
0 ,],,[1|,, vuvvuvuavuaF
aa  – 
расширение свободной абелевой группы 〉〈 vu,  ранга 2  посредством группы автоморфизмов 
〉〈a  порядка 3 . При этом 1( )u yx φ−= , 1( )v x y φ−= . 
Доказательство. Положим 1b yx−= , 1c x y−= . Тогда  
 1 1 1 1 1 1 3[ ] ( ) 1b c b c bc xy y xyx x y xy− − − − − −, = = = = .  
Кроме того,  
 
1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
( )
( ) ( ) ( )
x
x
b x yx x x y c
c x x y x xyx yx x y b c
− − −
− − − − − − − −
= = = ,
= = = = .
 
Эти вычисления показывают, что отображение a x→ , 1u b yx−→ = , 1v c x y−→ =  про-
должается до гомоморфизма 0F  на Fyxyxx =〉〈
−− 11 ,, . С другой стороны, 
0 , , , , , ,
aF a u v a u u a u a au= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  и при этом  
 2
3 1 1 1 1
3 1 3
( ) 1
( ) ( ) 1
a a
a a
au auauau aua a ua u u u u u v v u
a au a u u u u
− − − −
−
= = ⋅ = = ⋅ ⋅ = ,
⋅ = = = .
 
Таким образом, отображение x a→ , y au→  продолжается до гомоморфизма F  на 
〉〈= auaF ,0  и, следовательно, φ  является изоморфизмом. Лемма доказана. 
Лемма 2.6. Пусть G  – группа, в которой нет элементарных абелевых подгрупп поряд-
ка 9 , r  – такой элемент порядка 3  из G , что для каждого x G∈  подгруппа 〉〈 xrr,  либо 
совпадает с 〉〈r , либо изоморфна 4A . Тогда 〉〈
Gx  изоморфна 〉〈xT , где T  – элементарная 
абелева нормальная в G  2 -подгруппа. 
Доказательство. Это утверждение – частный случай теоремы 2 из [11].  
Автоморфизм a  абелевой группы V  называется квадратичным, если найдутся такие 
целые числа m  и n , что 
2
1a ma nv v v⋅ =  для любого v V∈ . 
Лемма 2.7 [12, теорема 1]. Периодическая группа, порождённая двумя квадратичными 
автоморфизмами абелевой группы,конечна. 
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Лемма 2.8. Пусть G  – непримарная {2 3}, -группа без элементов порядка 6 . Если цен-
трализатор каждой инволюции из G  – элементарная абелева 2 -группа, то G  удовлетворя-
ет одному из пунктов (1) , (2)  заключения теоремы. 
Доказательство. Утверждение является частным случаем теоремы 2 из [13]. 
Доказательство теоремы. Пусть G  – непримарная {2 3}, -группа без элементов порядка 6 . 
Лемма 3.1 [6, теорема 1.2]. Если G  локально конечна, то выполнено одно из следующих 
утверждений:  
(1)  G R T= ⋅ , где R  – абелева нормальная в G  3 -подгруппа, T  – 2 -группа с един-
ственной подгруппой порядка 2 , действующая свободно на R ;  
(2)  G T R= ⋅ , где T  – нормальная нильпотентная 2 -подгруппа, ступень нильпотент-
ности которой не превосходит двух, R  – локально циклическая 3 -подгруппа, действующая 
свободно на T ;  
(3) )( 〉〈⋅⋅= tRTG , где T  – нормальная в G  нильпотентная 2 -подгруппа, ступень 
нильпотентности которой не превосходит двух, R  – локально циклическая 3 -подгруппа, 
действующая свободно на T  при сопряжении в G , и 1tr r−=  для любого r R∈ .  
Лемма 3.2. Пусть x , y  – элементы порядка 3  из G  и 〉〈= xAK  – конечная подгруппа. 
Тогда выполнено одно из следующих утверждений:  
(1)  K  является 3 -группой;  
(2)  порядок одного из элементов xy , 1xy−  равен 3 , и 〉〈= xAK , где 〉〈= vuA ,  – абелева 
нормальная в K  2 -подгруппа, xu v= , 1 1xv u v− −= .  
Доказательство. Если не выполнен пункт (1), то K  содержит элемент порядка  
2. По лемме 3.1 K  содержит нетривиальную нормальную 2-подгруппу T такую, что 
〉〈=〉〈= yTxTK  и порядок любого элемента из K\T равен 3. Так как оба элемента xy  и 1−xy  
не могут содержаться в T, то порядок одного из них, скажем, элемента xy, равен 3. Теперь K 
является гомоморфным образом группы F из леммы 2.5, откуда вытекает, что для K выпол-
нен пункт (2). Лемма доказана. 
Лемма 3.3 [6, теорема 1.3(1)]. Если 2 ( ) 1O G ≠  или 3 ( ) 1O G ≠ , то для G  выполнен один из 
пунктов (1) – (3)  заключения теоремы. 
Пусть далее G  – группа, удовлетворяющая условиям теоремы. 
Лемма 3.4. Пусть x  – элемент порядка 3  из G , t  – инволюция из G , 〉〈= txK , . Тогда 
K  конечна и выполняется одно из следующих утверждений:  
(1)  K  изоморфна знакопеременной группе 4A  степени 4 .  
(2)  В K  содержатся абелева 2 подгруппа T  индекса 6 , порождённая двумя элемен-
тами и нормальная в K , и элемент y  порядка 3 , для которых 〉〈= tyTK ,  и 1ty y−= .  
Доказательство. Пусть вначале 〉〈=∈ txxXt , . По лемме 3.3 〉〈= xTK , где T  – абеле-
ва двупорождённая 2-подгруппа, нормальная в K . Очевидно, что t K∈ , и поэтому 
〉〈=
2
,, xx tttV  – элементарная абелева группа порядка 4. Поскольку V  инвариантна относи-
тельно 〉〈x  и 〉〈= xVK , , то 4AK ≅ .  
Пусть теперь t X∈/ . Так как X  инвариантна относительно 〉〈t , то 〉〈= tXK  и 
2K X| : |= .  
Если X  является 3–группой, то по лемме 2.4 она абелева и 1ta a−=  для любого a X∈  
и, в частности, 1tx x−= . В этом случае выполнен пункт (2) заключения с 1T = .  
Если же X  содержит элемент порядка 2, то по лемме 3.3 2 ( )O X  является двупорож-
дённой абелевой 2–группой и 〉〈= xXOX )(2 . Так как 
1 2xXtt Xtx tx Xt X−= = = , то xtt X∈ . 
Кроме того, xtt T∈/ , иначе xTt Tt=  и K T/  абелева порядка 6. Значит, xtt  не является  
2-элементом, и поэтому порядок xy tt=  равен трём. Так как 1ty y−= , то лемма доказана. 
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Лемма 3.5. Если в G  нет подгрупп, изоморфных симметрической группе 3S  степени 
3 , то выполнен один из пунктов (1) , (2)  заключения теоремы. 
Доказательство. Действительно, в этом случае по лемме 3.4 любая инволюция t  и 
любой элемент x  порядка 3 из G  порождает подгруппу, изоморфную 4A , в частности, поря-
док tx  равен 3. Индукцией по n  покажем, что для инволюций 1t , …, nt  порядок элемента 
1 nt t x  равен 3.  
Для 1n =  это, очевидно, верно. Если 2 nt t x  – элемент порядка 3, то 421 , Axttt n ≅〉⋅⋅⋅〈 , 
поэтому 1 2 nt t t x⋅   – элемент порядка 3.  
Пусть теперь T  – подгруппа, порождённая всеми инволюциями из G . Очевидно, что T 
нормальна в G. Пусть a T∈ . По доказанному 
21 3 1 1 11 ( ) x xax ax ax ax aa a− − − −= = = . Это означает, 
что x  индуцирует в T  расщепляющий автоморфизм порядка3. По лемме 2.3(1) T  нильпо-
тентна. Поскольку T  порождается инволюциями, T  – 2-группа. Теперь заключение следует 
из леммы 3.4. 
Таким образом, для доказательства теоремы остаётся рассмотреть случай, когда в G  
содержится подгруппа S , изоморфная 3S . Пусть r  – элемент порядка 3 и t  – инволюция, 
порождающие S . Тогда 1tr r−= . 
Лемма 3.6. Пусть ( )GR C r=  – абелева силовская 3 -подгруппа из G  и 
1tx x−=  для лю-
бого x R∈ . Любая силовская 3 -подгруппа из G  сопряжена с R . Если для G  не справедлив 
ни один из пунктов (1) – (3)  заключения теоремы, то любой элемент порядка 3  из R  сопря-
жён в ( )GN R  с r . 
Доказательство. Подгруппа 〉〈t  действует свободно на 3-группе R , и по лемме  
2.4 1tx x−=  для любого x R∈ . Отсюда следует, что R  совпадает с ( )GC x  для любого x R∈ . 
Пусть 1R  – силовская 3-подгруппа из G , содержащая R . Пусть 1r  – элемент порядка 3 из 1R . 
По условию 〉〈= 1, rrH  – конечная 3-группа. Пусть 2r  – элемент порядка 3 из центра H . То-
гда 2r R∈  и 2( )GC r R= . Отсюда 1r R∈ , т.е. R содержит все элементы порядка 3 из R 1 . По-
скольку любой элемент из 1R  централизует некоторый элемент порядка 3, R  содержит лю-
бой элемент из 1R . Итак, R  – силовская 3-подгруппа из G .  
Понятно, что любая силовская 3-подгруппа из G , отличная от R , пересекается с R  
тривиально. Если R нормальна в G, то заключение леммы верно по лемме 3.3. Поэтому мож-
но считать, что R не является нормальной в G.  
Пусть y  – элемент порядка 3, не лежащий в R , 1R  – силовская 3-подгруппа из G , со-
держащая y . Тогда 1 1R R∩ =  и, как и выше, 〉〈 yr, не является 3–группой. По лемме 3.2 〉〈 y  
сопряжена с 〉〈r  в 〉〈 yr, , поэтому y сопряжен в 〉〈 yr,  с r и 1−r . Так как 1−= rr t , то y  сопря-
жён с r  в G . Поскольку любой элемент порядка 3 из R  сопряжён с элементом, не принад-
лежащим R , то все элементы порядка 3 из R  сопряжены с r . Аналогичное рассуждение по-
казывает, что любая силовская 3-подгруппа из G  сопряжена с R .  
Пусть теперь y  – элемент порядка 3 из R  и xr y=  для x G∈ . Тогда 
( ) ( )x xG GR C r C y R= = = , т. е.x ( )GN R∈ . Лемма доказана. 
Закончим доказательство теоремы. Мы показали, что либо для G  выполнен один из 
пунктов (1)–(4), либо в G  существует подгруппа 〉〈= trS , , где r  – элемент порядка 3, t  – 
инволюция, 1tr r−=  и в G  нет элементарных абелевых подгрупп порядка 9. Рассмотрим эту 
оставшуюся ситуацию. 
Лемма 3.7. (1)  Уравнение 2x t=  в G  неразрешимо.  
(2)  Если a  – элемент порядка 4 , x  – элемент порядка 3  из G , то 4
2 , AxaK ≅〉〈= . 
Доказательство. (1) Предположим противное. Поскольку 
2 1xr r−= , то x  нормализует 
〉〈 xrr, , и поэтому 〉〈 xr,  – конечная группа. По лемме 3.1 〉〈= xrrR ,  является 3–группой. По 
условию она циклическая и не обладает автоморфизмом порядка 4. Противоречие.  
(2) Предположим противное. По лемме 3.4 в 〉〈= tyTK , , где T  – нормальная в K  2–
подгруппа, y  сопряжен с x . Поскольку все инволюции из 〉〈 yTK \  сопряжены с t , то воз-
никает противоречие с леммой 3.6. Лемма доказана. 
О {2,3}-группах, в которых нет элементов порядка 6 
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Обозначим через ∆  множество тех инволюций, которые являются квадратами элемен-
тов порядка 4 из G . Если ∆  пусто, то в G  нет элементов порядка 4, и поэтому централиза-
тор каждой инволюции из G  является элементарной абелевой 2–группой. По лемме 2.8 для 
G  справедлив один из пунктов (1) или (2) заключения теоремы.  
Пусть ∆  непусто. Пусть 1 nt … t, , ∈∆ , x  – элемент порядка 3 из G .  
Как и раньше, индукцией по n  покажем, что порядок 1 nt t x  равен 3. Это верно для 
1n =  по лемме 3.7. Пусть порядок 2 ny t t x=   равен 3. Тогда по лемме 3.7 порядок 
1 1 2 nt y t t t x=   равен 3.  
Пусть 〉∆〈=T . Тогда T нормальна в G и по предыдущему абзацу порядок любого эле-
мента из смежного класса Tx  равен трём. По лемме 2.3(2) T  – нильпотентная группа. По-
скольку T  порождена инволюциями, то она является 2-группой. По лемме 3.3 G  удовлетво-
ряет одному из пунктов (1)–(3) заключения теоремы.  
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